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Vorbemerkung

Eine ganz kurze Anmerkung zum verwendeten Schriftsatz. Die normale Schriftgrofie wird fiir essen-
tielles Material verwendet.

Léngere Beispiele sind einerseits um Platz zu sparen, andererseits um sie optisch ein wenig zu kennzeichnen
in einem etwas kleinerem Font geschrieben

Zusitzliche Beispiele, optionales Material, Nebenbemerkungen usw. schliefllich sind “wirklich klein” gehalten.

Der Stoff von Abschnitten 3.3.2 und 3.4 dient der Vertiefung fiir Interessierte und ist optional!

1 Einleitung

1.1 Ein erstes Beispiel — die quadrierbare Differentialgleichung 1. Ord-
nung

Sie alle haben bereits folgenden Typ von Differentialgleichungen (DGL) gelost bzw. wissen, wie er
zu l6sen ist:

y' —h(x)=0 (1)
In Gl. 1 versteht sich y' = y/(x) und gefragt ist nach y(x).! Wenn gilt, da8
dy
/
=h
v (@) =2~ ),

so mufl nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung gelten, dafl

y(x) = /daz h(z)+ C. (2)

(Auf die wichtige Rolle der Integrationskonstanten (von uns beim Integrieren immer stiefmiitterlich
behandelt) beim Losen von DGL kommen wir gleich zu sprechen.) Gleichung 2 ist die Losung der DGL
GL. 1. Ob das Integral losbar ist oder nicht spielt {ibrigens eine untergeordnete Rolle, vom Standpunkt
des Losens der DGL ist nur wichtig, die Ableitung(en) wegbekommen zu haben. (Natirlich wird von
Thnen erwartet, daf$ Sie losbare Integrale, ggf. unter Verwendung der Formelsammlung, auch losen!!)

Beim Losen von DGL (vor allem 1. Ordnung) bewéhrt sich die Leibnitz’sche Schreibweise der
Ableitung, d.h. y/'(z) = dy . Losen wir Gleichung 1 nochmals ganz schrittweise:

dy
-2 _p
. (z)

dy = dx h(x (A)

/@_/Mh

y+oco = /d:ph(:p) + ¢ (B)

:/wm@+c

'Wenn nicht der physikalische, biologische, chemische Kontext andere Symbole nahelegt, ist es auf dem Gebiet der
DGL iiblich, die gesuchte Funktion als y = y(z) anstatt f(z) anzuschreiben. Wir folgen dieser Konvention.
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Abbildung 1: Einige mogliche Losungen der DGL y' = 22. Gezeichnet ist die Funktionen-
schar mit C' = —1.5, —1.0, —0.5, 0.0, +0.5, +1.0, +1.5. Die spezielle Losung C' = 1, die
der AB y(0) = 1 geniigt, ist fett gezeichnet.

Der interessante Schritt ist (A). Wie Sie sehen, jongliert man mit den Differentialen ganz ungestort,
als ob Z—i’ ein normaler Bruch wére. Man darf das, und es wird sich in den folgenden Abschnitten als
niitzlich erweisen.

Im Prinzip (s. Zeile (B)) erhdlt man natiirlich sowohl auf der linken, als auch auf der rechten
Seite eine Integrationskonstante. Man fafit die beiden aber immer zu einer zusammen, was dann zu
Gleichung 2 fiihrt. Die Rolle der Integrationskonstanten verdeutlicht am besten ein Beispiel:

y'(z) =2

3
y:/dm2+0:%+0 (3)

Uberlegen Sie sich, was die Losung Gl. 3 eigentlich bedeutet: Die Losung y = 2°/3 + C' ist nicht
eindeutig, es gibt abhingig vom Wert der Integrationskonstanten C' unendlich viele Losungen, einige
davon sind in Abbildung 1 gezeigt.

Man bezeichnet Gl. 3 daher als die allgemeine Losung der DGL 3y = 2%, Erst durch hinzufiigen
einer Anfangsbedingung (AB) kommt es zur speziellen Losung. Wenn wir z.B. in unserem Beispiel
verlangen, das y(0) = 1 ist, so erfiillt nur mehr genau eine Funktion sowohl die DGL, als auch die
AB: Es gilt jetzt

1
und somit findet man C' = 1. Die spezielle Losung dieses Beispiels lautet also

3
x
=—+1.
yla) =5+
Hier in der Vorlesung liegt das Schwergewicht auf dem Suchen der allgemeinen Losung fiir einige
wichtige Typen von DGL. In den Anwendungen sind jedoch die AB, die sich aus der jeweiligen
physikalischen, chemischen oder biologischen Problemstellung ergeben, oft ebenso wichtig.
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1.2 Uberblick und Nomenklatur

Als gewohnliche Differentialgleichungen (DGL) bezeichnet man Gleichungen, die eine Funktion y
einer Variablen z, y = y(x), in Beziehung mit ihren Ableitungen setzt, d.h.,

F(z,y(2),y'(2),y"(2),....y"(x)) =0 (4)

(Ist y = y(z1,x9,...,2,) eine Funktion mehrerer Verdnderlicher, so spricht man von partiellen
Differentialgleichungen — diese werden in dieser Lehrveranstaltung nicht behandelt.)

Das Losen von DGL héngt wie Sie sehen werden sehr von der Form der jeweiligen Gleichung
ab. Es ist daher sehr wichtig, DGL zu klassifizieren, d.h. beinahe wie in Botanik oder Zoologie eine
Einteilung nach bestimmten Merkmalen vorzunehmen. Diese Klassifizierung ist der erste Schritt zur
Losung einer DGL. Hat man ndmlich die DGL zugeordnet, durchsucht man Formelsammlungen bzw.
spezielle Lehrbiicher, ob es fiir diesen Typ von DGL einen Losungsansatz (“Kochrezept”) gibt, oder
ob diese Gleichung nicht allgemein losbar ist (was durchaus auch vorkommen kann).

Die beiden wichtigsten Kriterien sind Ordnung der DGL, sowie die Frage, ob es sich um eine
lineare oder nichtlineare DGL handelt.

Ordnung: Die hochste Ableitung, die in einer DGL (Gl. 4) vorkommt, bestimmt die Ordnung der
DGL, z.B. sind
y' —5y=0

eine DGL 2. Ordnung,

y®) —sinay’ +e” =0
eine DGL 5. Ordnung und

y*(1+(y))—1=0
eine DGL 1. Ordnung.

Linearitédt: In linearen DGL treten keine Produkte oder nichtlineare Funktionen von y(z) (d.h.
der gesuchten Funktion) und deren Ableitungen auf. Z.B. sind

1—a*

COS &
=0
sin(z?)

y —tan(z ')y —e

eine lineare DGL 1. Ordnung,
PO+ ) -1=0
jedoch eine nichtlineare DGL 1. Ordung (wegen der Produkte y* und y"2!).

Die allgemeinste lineare DGL n-ter Ordnung hat die Form
bu(@)y™ + bur (2)y" Y + L+ ba(@)y (@) + bo(2)y () = g(2),
welche man gewdhnlich in der Standardform
y ™+ ar (2)y™ Y + L+ an(2)y (@) = h(2). (5)

schreibt (a1(z) = by—1(2)/bp(x), ..., h(x) = g(x)/b,(z)). Die Chancen, eine lineare DGL zu l6sen,
stehen im allgemeinen um vieles besser als bei nichtlinearen DGL.
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2 Zu Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.1 Separierbare DGL

2.1.1 Lineare, separierbare DGL

Nach dieser Ubersicht auf zum ersten Typ von DGL, deren Lésung man nicht sofort hinschreiben
kann.

y =ky, (6)

wobei & ein Konstante ist. In Gleichung 6 kommen sowohl die gesuchte Funktion y(z) als auch ihre
Ableitung y'(z) vor. Der Systematik wegen halten wir fest, dafl die Gleichung sowohl in y als auch
in ¢/ linear ist. Zur Losung schreibt man die Ableitung in Leibnitz’scher Notation:

dy _

=k
dx y

Man sieht jetzt, dal man ganz einfach alle Terme die y enthalten auf eine, und alle Terme die x
enthalten auf die andere Seite bringen kann:

d
?y —kdr  (A)

Sobald man diese Umformung durchgefiihrt hat, kann man linke und rechte Seite integrieren, d.h.

d
Y- /daz
Y

Iny=kx+c

Im letzten Schritt wurden wieder die Integrationskonstanten von linker und rechter Seite zu ¢ zu-
sammengefaf$t. Um auf die Form “y =" zu kommen, wenden wir die Exponentialfunktion auf beide

Seiten an und erhalten:
yzekx—l—c:ecekxzcekx (7)

Um sich den unhandlichen Faktor e zu ersparen, fithrt man kurzer Hand die neue Konstante C' = e°
ein.

DGL erster Ordnung, bei denen wie in Schritt (A) alle x enthaltenden Faktoren auf die eine, alle
y enthaltenden Faktoren auf die andere Seite gebracht werden kénnen heiflen separierbar.

Gleichungen vom Typ GI. 6 sind von duflerster Wichtigkeit in Chemie und Biologie. Die Geschwindig-
keit einer (bio)chemischen Reaktion (d.h. die Ableitung der Konzentration ¢ nach der Zeit t, %) oder die
Anderung der GréBe einer Population P mit der Zeit (%) sind oft (in erster Nidherung) der Konzentration
bzw. Population proportional. Durch einfaches Umbenennen der Variablen erhélt man aus Gl. 6

dP(t)

——==kP(t
2 = kP,

was besagt, daB die Anderungsrate der Population zu einem bestimmten Zeitpunkt t, ‘il—f, von der Grofle

der Population zu diesem Zeitpunkt abhéngt. Die Losung der Gleichung ist Gl. 7, d.h.
P(t) = CeFt.

Eine verniinftige Anfangsbedingung ist jetzt zum Beispiel die Forderung, dafl die Population zum Zeitpunkt
t = 0 (dem Beginn der Beobachtung) 1.000 Stiick betragen hat. Durch Einsetzen dieser Bedingung P(0) =
1.000 findet man die spezielle Losung

P(t) = 1.000 x ekt

=
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2000 T

4000 + y(z) = 2000 x ¢

3000 A

[en}

Abbildung 2: Grafische Darstellung der Losung der DGL Cg—f = kP cos(rt) fiir den Fall
k =r = 1. Py wurde auf 2,000 gesetzt.

Nun wissen Sie, dafl Wachstum einer Population selten in eine Richtung geht. Ein Versuch, zyklisches
Verhalten zu modellieren besteht darin, P(¢) mit einer oszillierenden Funktion, z.B. einer Winkelfunktion
zu “modulieren”. Die resultierende DGL

dP
i k P cos(rt) (8)

ist noch immer linear in P und P’ = %, und der Faktor cos(rt) éndert auch nichts an der Separierbarkeit.

Wir bekommen jetzt

dP
5 = k cos(rt)dt

P
d? = k:/cos(rt)dt

1
In P = k—sin(rt) + ¢
r

P =Cexp <E sin(rt))
T

Beachten Sie, daf} sich an den Rechenschritten nichts geéindert hat, nur das Integral auf der rechten Seite
ist ein bifichen komplizierter geworden. Formuliert man diesmal die AB allgemeiner als P(t = 0) = Py, so
erhélt man als spezielle Lésung

P(t) = Py x exp <§ sin(rt))

Ich empfehle Thnen, als Ubung eine Kurvendiskussion der Lésungsfunktion durchzufiihren, die in Abbildung 2 dargestellt ist. Als weitere Ubungsaufgabe lésen

Sie die DGL
apP 2
— = k P cos“(rt)
dt

und vergleichen Sie das Verhalten der Lésung mit der Lésung von (8).

2.1.2 Nichtlineare, separierbare DGL

Eine separierbare DGL muf} nicht einmal linear sein. (DGL 1. Ordnung stellen insofern eine Ausnahme
dar, als in diesem Fall auch viele nichtlineare DGL allgemein losbar sind.) Sei

v =L = hy)o(w) )
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Da wir noch immer nach y und z auftrennen kénnen, erhalten wir sofort

dy
h(y)

welches sofort allgemein gelost werden kann:

/% _ /g(x)dx+C’ (10)

= g(v)dx,

» Beispiel: Gesucht sei die Losung der DGL
y = \/ycosx
mit AB y(0) = 1.

Trennung der Variablen ergibt

2y =coszdxr

<

und durch Integration finden wir

d
/—y:2y1/2:/cosxdx:sinx+6

VY
1 2
y= <§sinx+0>

Einsetzen der AB ergibt y(0) = 1 = C?, somit ist

1 2
= — g1 1
Y (251nx+ )

die gewiinschte spezielle Losung (NB: C' = —1 ist auch eine Losung!). Machen Sie zur Ubung die Probe!! <

oder

2.2 Inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung

Die inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung hat die allgemeine Form

bi(x)y'(x) + bo(z)y(x) = g(=).

Division durch b (z)

fithrt auf die Standardform

Y (z) + ar(x)y(z) = h(z) (11)
(vgl. GL. 5). Ist h(x) = 0, so spricht man von einer homogenen, ansonsten von einer inhomogenen,
linearen DGL 1. Ordnung.

Der homogene Fall bietet nichts Neues, denn einfaches Umformen fiihrt auf

/

y = —a(2)y.

Dies ist aber eine (lineare) separierbare Gleichung. Unter diesem Gesichtspunkt sind Gleichungen 6
und 8 natiirlich auch homogene, lineare DGL 1. Ordnung.

rd
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2.2.1 Theorie: Uberlegungen zur Natur der Lésung der inhomogenen Gleichung

Im allgemeinen, inhomogenen Fall ist eine Trennung der Variablen jedoch nicht méglich (das sieht
man sofort wenn man GIl. 11 auf die Form

Y = —ai(x)y + h(z)

bringt). Bevor wir uns ansehen, wie man in der Praxis die Losung der inhomogenen Gleichung findet,
sollten wir uns kurz den Kopf iiber die Natur dieser Losung zerbrechen. Nehmen wir einmal an, wir
hétten (wie auch immer) zwei Losungen der inhomogenen Gleichung 11, y;(z) und yo(x) gefunden.
Damit sind folgende beide Gleichungen erfiillt:

() +a(@)y(z) = h(z)
Ya(2) + ar(@)ye(z) = h(z)

Zieht man die zweite von der ersten der beiden Gleichungen ab, so erhélt man

(11(2) — yo(2)) +a1(z) (Y1 () — y2(z)) =0

N S J

Ay"?:v) A;(rx)

Zunichst sieht man, dafl die Differenz der beiden Losungen Ay(x) = yi(z) — ya(x) eine Losung der
homogenen DGL y/'(z) + a1 (z)y(z) = 0 ist. Das bedeutet aber gleichzeitig, dafl ich auch schreiben
kann

n(r) = Ay(er) +y(2)
yala) = —Ay(z) +ui(2)

Das heifit aber jetzt, dal ich z.B. durch meine zweite Losung der inhomogenen Gleichung y, nicht
mehr komplett neue Information gewonnen habe, denn z.B. 1483t sich y, additiv aus einer Losung der
homogenen Gleichung Ay = yy und y; zusammensetzen.

Folglich besteht die allgemeinste Losung von DGL (11) aus der allgemeinen Losung yy der ent-
sprechenden homogenen Gleichung

Yu(x) + ar(z)yn(x) = 0, (12)

und der sogenannten partikuldren Losung yp, die die inhomogene Gleichung erfiillt. Weiters, wenn
yy eine Losung der homogenen Gleichung 12 ist, so ist auch C' x yy, C' € R (oder sogar C' € C)
eine Losung von (12). Diese Konstante C' ist die Integrationskonstante, die man beim Losen der
separierbaren, homogenen Gleichung automatisch bekommt. Zusammenfassend ist die Losung von

(11) durch
y=Cyn +yp (13)

gegeben. Da wir entsprechend unserer Uberlegung nur irgendeine partikulire Losung brauchen,
geniigt es auch die Integrationskonstante in der Losung der homogenen Gleichung zu beriicksich-
tigen. Der Losungsweg fiir inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung besteht also aus dem Losen der
homogenen Gleichung, welche separierbar und damit ohne Probleme lésbar ist, und dem Finden
einer partikuldren Losung.

2.2.2 Praxis: Losung durch Variation der Konstanten

Die gesuchte partikulédre Losung yp 148t sich émmer durch eine Methode finden, die als Variation der
Konstanten bezeichnet wird. Sie 148t sich am besten durch ein Beispiel illustrieren. Gesucht ist die
Losung der Gleichung;:

Y +ky =2’

Q
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Diese Gleichung ist insofern speziell als der Faktor a;(x) = k eine Konstante ist, man spricht auch
von einer inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die Losung der
homogenen Gleichung 3’ + ky = 0 ist wie man sich unschwer iiberzeugen kann durch

Yy = CeHe
gegeben.

Die Integrationskonstante C' wird nun in eine Funktion C(z) “verwandelt”, daher auch der Name
“Variation der Konstanten”. Der Ansatz fiir die Variation der Konstanten lautet daher

yp = C(z)e™. (14)

Mit yp = C'(x)e " — kC(x)e " erhilt man nach Einsetzen und Vereinfachen in die inhomogene
Gleichung folgende DGL fiir C'(z)

y};. -+ kyp = C%,ﬁ(])@ikx . kc(x)efkm +l{? C(x)efk:m — Cl<x)€fk:v — .T2.
~ -— v/ ——

Yp yp

C/(Jf) — x2ekx

Das Wegheben der Terme mit C(x) ist kein Zufall, im Gegenteil: Wenn sie sich nicht wegheben, dann
liegt ein Rechenfehler vor!! Man findet (durch zweimalige partielle Integration oder Integraltafel)

2 2 2
C(:E):/dxxzekx:ek“” %_k_erﬁ

und somit fiir
yp = Clz)e ™™ =

Die komplette Losung der DGL ist daher

Wenn man konstante Koeffizienten a1 und ag hat, kann man die Variation der Konstanten durch “kreatives Raten” ersetzen. Diese Technik ist bei linearen
DGL mit konstanten Koeffizienten héherer Ordnung sehr wichtig (siehe unten), weil sie im Vergleich zur — auch dort mdoglichen — Variation der Konstanten
deutlich weniger Rechenaufwand bedingt. Bei Gleichungen erster Ordnung ist der Zeitgewinn nicht so grof3, aber es ist eine gute Gelegenheit um das Prinzip
kennenzulernen.

In unserem Beispiel ist die Inhomogenitit h(z) = z2 (man bezeichnet h(x) auch als Stérfunktion). Man vermutet daher, daB eine partikulire Losung die
Form yp = ax? + bx 4+ ¢ haben kénnte, wobei a, b und ¢ durch Koeffizientenvergleich in folgender Weise bestimmt werden. Wir haben

yp = a12+bz+c

y}, 2ax + b

Damit setzen wir in die DGL ein:
2ax + b +k(a12 + bz +c) = z?
N — N ——

vp vp

Nach dem Ausmultiplizieren der linken Seite und Ordnen der Terme nach Potenzen von z findet man
ka 2% + (2a+ kb)z+ (b+ck)=1-2240-2+0
~ —

N——
1 0 0

Durch Vergleich der Vorfaktoren von z2 auf linker und rechter Seite folgt, daB

1
ka=1 = a=—.
k
Auf der rechten Seite kommt weder x noch eine Konstante vor, daher mufl 2a + kb = 0 und b + ck = 0 gelten. Da wir a schon kennen, findet man unschwer
b= —k% und ¢ = k% Durch Riickeinsetzen erhalten wir
1, 2 2

=2 - Zo+ o,
Y=y k2 k3

dasselbe Ergebnis wie mit Variation der Konstanten. Unbestimmte Ansitze fiir vielerlei Stérfunktionen findet man in Formelsammlungen meist im Kapitel
“Inhomogene DGL 2. (oder héherer) Ordnung mit konstanten Koeffizienten”. Wichtig: Der unbestimmte Ansatz funktioniert nur bei konstanten Koeffizienten,

wiahrend Variation der Konstanten immer geht!
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» Ein weiteres Beispiel: Da inhomogene lineare DGL 1. Ordnung weit verbreitet sind, kann ein zweites
Beispiel nicht schaden. Gesucht ist die Lésung der DGL

vy + (1 - )y = 2°

bzw. (in Standardform)

Die Losung der homogenen Gleichung zy’ + (1 — z)y = 0 ist
61‘
Yy = Cemfln:v e b
x
(Zur Ubung Nachrechnen!!).

Da es sich hier nicht um eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten wie im ersten Beispiel han-
delt, kann hier nur Variation der Konstanten angewandt werden. Wir verwenden also den Ansatz Gl. 14
yp = C(z)ym, d.h. fiir unser Beispiel yp = C(2)%. Setzt man mit diesem yp und yp = C'(z)e? 0% +
C(z)e*™(1 — 1) in die DGL ein, erhilt man

1

T C/(x)ex—lnx + C(x)em—lna:(l _ _) +(1 _ .%') C(x)ex—lnx _ 1_2
€T ———

yp

Yp
xCl(x)e:rfln:v — 1_2

Nochmals: Da8 sich die Terme mit C(z) wegheben, muf so sein. Wenn sie sich nicht wegheben, ist vorher
ein Rechenfehler passiert!! Weiteres Vereinfachen fiihrt auf eine DGL 1. Ordnung in C(z), d.h. C(z) ist jetzt
die gesuchte Funktion.

Cl(x)ea:—lnar S

C'(z) = 2%

Die Gleichung ist direkt integrierbar, und mit Hilfe einer Formelsammlung oder partieller Integration erhélt
man
C(x) = —e % (z% + 22 + 2).

Somit ist

e* 224+ 2+ 2

x x
und die allgemein(st)e Losung der inhomogenen DGL ist durch

et w24 2x 42

y=yn+yp=0C—~
x x

gegeben. Soweit die allgemeine Loésung der inhomogenen linearen DGL. Wie immer kann es auch eine AB

geben, z.B. y(z = 2) =5, d.h.,
2

y(x:2):5:C%—5,
woraus man sofort C' = 20/e? findet. Die spezielle Losung, die dieser AB geniigt lautet daher

e* 2 2242542
z T

y =20
<

Eine abschliefende Bemerkung. Da inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung immer gelést werden
konnen, findet man in vielen Lehrbiichern und allen Formelsammlungen kompakte Ausdriicke der
Form

C
y(z) = —— / pah(a)dr + .

10
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mit
p(z) = exp[/ dx ai(x)].

Wenn Sie “Fertigformeln” dieser Art vorziehen, dann miissen Sie sich unbedingt vertraut machen,
was die einzelnen Symbole heiflen. Personlich ziehe ich die schrittweise Methode vor, weil man u.U.
withrend der Variation der Konstanten noch auf den einen oder anderen Fehler draufkommt (z.B.
Terme mit C'(x) fallen nicht weg).

11
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3 Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

3.1 Einige allgemeine Bemerkungen zu linearen DGL beliebiger Ord-
nung

Wie eben gezeigt, konnen inhomogene, lineare DGL 1. Ordnung immer in allgemeiner und systemati-
scher Weise gelost werden. Fiir lineare DGL hoherer Ordnung ist dies nicht mehr der Fall (zumindest
werden die Verfahren um einiges komplizierter). Wir werden uns daher im Detail nur mit einem wich-
tigen Spezialfall, der linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschéftigen. Bevor wir
uns diesem Typus von Gleichung zuwenden, sollten aber doch ein paar allgemeine Ergebnisse (ohne
Beweis) tiber die Natur der allgemeinen Losung einer linearen DGL n-ter Ordnung nicht fehlen.

Bei der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung konnten wir uns iiberzeugen, daf} sich die all-
gemeinste Losung aus der Losung der homogenen Gleichung, die einen unbestimmten multiplika-
tiven Faktor (die Integrationskonstante) enthélt, plus einer partikuldren Losung der inhomogenen
Gleichung zusammensetzt (s. Gleichung 13). Die allgemeinste inhomogene lineare Gleichung n-ter
Ordnung hat die Form (siehe (5))

y (@) + ar(@)y" V(@) + .-+ ana (@)Y (2) + an(@)y(z) = h(z), (15)
die zugeordnete homogene Gleichung ist
Y (2) + ar(2)y" (@) + o+ an () (2) + an(2)y(z) = 0. (16)

Betrachten wir den Spezialfall
y™ =0,

d.h. alle a;(z) verschwinden. Durch n-maliges Integrieren findet man sofort

2" 4G+ = e 4 e+ .
Im inhomogenen Fall
y™ = h()

erhédlt man analog

yzglx”1+02x”2+cn1x+c@+/d:€ </d:c </d:ch(:c)))

YH ~
yp

Die multiplen Integrale reprisentieren die n-malige Integration des Storterms h(z). Man sieht sofort,
daB sich wie bei Gleichungen 1. Ordnung die Losung der inhomogenen Gleichung aus der Losung der
homogenen Gleichung plus einer partikuldren Losung zusammensetzt. Weiters besteht die homogene
Losung yy aus n Termen, die n multiplikativen Konstanten ¢, ..., ¢, (die Integrationskonstanten)
enthalten.

Die Betrachtung dieses Spezialfalls legt folgende Schlufifolgerung beziiglich der Losungsgesamtheit
von inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung nahe — der Beweis liegt auflerhalb des Rahmens dieser
Lehrveranstaltung und Threr Vorkenntnisse. Auf jedem Intervall I, auf dem die Koeffizienten a;(z)
der DGL Gl. 15 stetig sind, hat (15) eine stetige Losung der Form

y=yn+yp =Y culz)+yp (17)

i=1
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die n unabhingige Konstanten c; enthdilt. Es gibt keine weitere Losung auf I, die nicht aus (17) durch
Spezialisierung der Konstanten gewonnen werden kinnte. Jedes u;(x) ist eine Losung der homogenen
Gleichung 16 und von allen anderen u;j;(x) linear unabhéngig, d.h., die Beziehung

aug(x) + agua(x) + ... + apu,(z) =0

zwischen den w;(x) wird nur durch die triviale Losung a1 = ay = ... = «, = 0 erfillt. Da die
allgemeine Losung (17) n Konstanten enthdlt, sind zu deren Festlegung n AB notwendig.

Aus dem eben Gesagten ist klar, dal der prinzipielle Lésungsvorgang fiir inhomogene lineare
DGL héherer Ordnung vollig analog zum Vorgehen bei linearen DGL erster Ordnung ist: Zuerst mufl
die homogenen Gleichung 16 gelost werden, danach sucht man eine partikuldre Losung. Hat man
alle n homogenen Losungen wu;(z), dann kommt man durch Variation der Konstanten (im Prinzip)
immer auf eine partikuldre Losung (in der Praxis fiihrt das Verfahren jedoch sehr rasch auf kompli-
zierte Integrale). Im Gegensatz zu linearen Gleichungen 1. Ordnung gibt es jedoch kein allgemeines
Verfahren zum Finden der homogenen Losungen. Fiir allgemeine, lineare homogene DGL hoherer
Ordnung (auch schon 2. Ordnung!) besteht daher die Hauptschwierigkeit im Finden der homoge-
nen Losung, wobei der Schliisselschritt im Finden der ersten homogenen Losung besteht. Hat man
namlich einmal eine homogene Losung wi(x) einer linearen DGL n-ter Ordnung, kann man durch
den Ansatz y = v(z)ui(x) auf eine neue Differentialgleichung der Ordnung n — 1 in w(z) = o'(x)
kommen. Dieses Verfahren wird als Reduktion der Ordnung bezeichnet. Die Details von Variation der
Konstanten als auch von Reduktion der Ordnung sind nicht Vorlesungsstoff. Reduktion der Ordnung
werden wir im néchsten Abschnitt auf einen Spezialfall anwenden, Kap. 3.3.2 illustriert die Variation
der Konstanten an einem Beispiel.

3.2 Homogene Gleichung

Nach dieser allgemeinen Einfiihrung wenden wir uns einem wichtigen Spezialfall, der linearen DGL
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu:

Y +py +qy = h(x) (18)

Im Rahmen dieser Lehrveranstaltung beschrinken wir uns auf den Fall p,q € R, komplexe Ko-
effizienten konnten jedoch vollig analog behandelt werden. Aus den eben gegebenen allgemeinen
Erlauterungen folgt, dal wir zunéchst die homogene Gleichung

y' +py +qy=0 (19)

losen miissen.

3.2.1 Charakteristische Gleichung

Der Schliisselschritt zur Losung der homogenen Gleichung liegt im Ansatz
y = e, (20)

da jede Ableitung von y ein konstantes vielfaches der Funktion ist. Mit 3/ = Xe*®, 3" = A\2e* erhiilt
man
2 d\x Axr Ar
A +pre™ +q e =0
y"” y' Y
Da die Exponentialfunktion nie Null werden kann, darf man durchkiirzen und erhélt die sogenannte

charakteristische Gleichung (auch charakteristisches Polynom),
M 4+pr+qg=0 (21)
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welches eine quadratische Gleichung in A ist. Die Losung von (21) fiir p,q € R

P P\?
dpg=—=+ (—)—
1A2 5 9 q

kann je nach Wert der Diskriminante D = p?/4 — q zwei relle Zahlen, zwei komplexe Zahlen, oder
eine zusammenfallende reelle Losung sein. Diese drei Félle diskutieren wir an Hand von Beispielen
getrennt in den folgenden Unterabschnitten.

Durch den Ansatz y = e konnen lineare DGL mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ordnung
gelost werden, vorausgesetzt man findet die Nullstellen des entstehenden charakteristischen Polynoms
n-ter Ordnung.

3.2.2 Fall I: Zwei reelle Losungen

Die Gleichung
y'+y —6y=0

hat die charakteristische Gleichung?
NM+A—6=0,

welche die Losung
)\1 — +2, )\2 - —3

hat. Damit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung durch
y = AeZJ} +B€—3x
gegeben.

Da es zwei Konstanten gibt, mufl es zwei AB geben. Es sei zum Beispiel y(0) = 1 und y'(0) = 0.
Mit 3y = 2A4e%® — 366*35’3 erhélt man aus diesen AB ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit
zwei Variablen (0. Ubungsblatt!).

y(0)=1 = A+B |-2
y'(0) = 24-3B [-(=1)

Eliminieren von A (wie angedeutet) fithrt auf B = 2/5 und Einsetzen von B in die erste oder zweite
Gleichung gibt A = 3/5. Die spezielle Losung fiir diese AB ist daher

_32J: 2—3J:
y—5e +5e .

3.2.3 Fall II: Zwei komplexe Losungen

Die Gleichung
y' — 6y +13y =0

hat die charakteristische Gleichung
AN —6A+13=0,

welche die Losung
)\1:3+2Z, )\2:3—22

2Der Zwischenschritt A2e?® 4+ \e*® — 6e** = 0 ist so selbstverstindlich, daf8 er in der Praxis weggelassen wird.
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hat. Damit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung durch
y= AeB+20)z + BeB3-2)z _ 3z (Aem + Be_gm)
gegeben.

Im Prinzip sind wir hiermit fertig, die komplexe Exponentialfunktion indiziert allerdings Umformung in
Winkelfunktionen nach dem Satz von Moivre e = cos z +isinx. Unter temporirer Weglassung des Faktors
e3 | lisst sich der Inhalt der Klammer auch als

A(cos(2x) + isin(2z)) + B(cos(—2x) + isin(—2z)) =
A(cos(2z) + isin(2x)) + B(cos(2z) — isin(2x)) =
A + B]cos(2x) + i[A — B]sin(2x)

C D

schreiben. Da die Konstanten A und B keinerlei Einschrinkung unterliegen, lassen wir zu, daf sie komplex

sind, verlangen aber, dal C = A+ B und D = i(A — B) reell sind. (Dafl dies moglich ist, sieht man

durch auflésen der Definitionen von C' und D nach A und B, man findet (dberprifen Sie das!/) A = C‘%,

— C+iD
B = CHiD,

Die Losung unseres Beispiels 148t sich daher auch in der Form
y = €** (C cos(2x) + Dsin(27))
schreiben.

Erhalten Sie also als Losung einer charakteristischen Gleichung zwei komplexe Losungen, 1Ay =
a £13, so konnen Sie die Losung der DGL sofort in der Form

y = e (c1 cos(Bx) + cosin(fx))

schreiben. Das Einsetzen von AB erfolgt vollig analog dem Fall zweier reeller Losungen, konkrete
Beispiele sieche Ubungsblatter des Vorjahrs, und aktuelle Ubungszettel.

3.2.4 Fall III: Eine zusammenfallende reelle Losung

Die Gleichung
y' =6y +9y =0

hat die charakteristische Gleichung
AN —6A4+9=0,

welche die zusammenfallende reelle Losung

hat. Wir haben daher als Lésung der DGL
y = Ae* =y,
wissen aber aus der Theorie (Abschnitt 3.1), dafl es noch eine zweite Losung geben mufl.

Man hat in diesem Fall mehrere Moglichkeiten, die fehlende zweite Losung zu finden. Wir niitzen die
Gelegenheit, um die Methode der Reduktion der Ordnung an einem ganz einfachen Fall zu illustrieren. Wie
in Abschnitt 3.1 erldutert, verwendet man den Losungsansatz

Y2 = v(x)y(z) = v(z)e>.
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Erste und zweite Ableitung dieses Ansatzes sind y' = v'(z)e3*+3v(x)e3?, v = v (x)e3*+6v' (x)e32+9v(z)e3®.
Finsetzen in die DGL ergibt

v (x)e3 4 60/ (2)e3 + u(z)e3® —6(v'(x)e®” + 3v(x)e®®) + 9v(x)e®” =0
~~ 4 4 S——

11

Y Y Yy

Dieser Ausdruck vereinfacht sich zu
v (2)e3* = 0,

was wie in Abschnitt 3.1 behauptet tatséichlich eine Differentialgleichung 1. Ordnung in w = v/(z) ist
w'(x)e3* =0 bzw. w'(z) = 0.

Durch direkte Integration findet man
und somit

Damit finden wir als zweite Losung
ya2(z) = v(x)e3® = (Cz + D)e*.

Einen Teil dieser Losung, De3?, kennen wir bereits, der zweite Teil, Cze3?, ist jedoch die gesuchte, linear
unabhéngige zweite Funktion, die eine Lésung der homogenen DGL ist.

Die vollstandige Losung der DGL unseres Beispiels ist also

Yy =1 + ys = Ae>® + Bre®.

Der besseren Verstéandlichkeit wegen wurde die Ableitung an einem konkreten Beispiel durch-
gefiihrt. Die Rechnung kann aber auch allgemein gefiihrt werden und es gilt: Die lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten der Form

Y +2ry + 1%y =0
mit zusammenfallendem \ = —r der charakteristischen Gleichung A\? + 2r\ +r? = (A +r)? = 0 hat
die allgemeine Losung

y=Ae " + Bre ",

Unser spezielles Beispiel entspricht dem Fall » = —3.

3.3 Inhomogene Gleichung
3.3.1 Unbestimmter Ansatz und Koeffizientenvergleich

Fiir reelle Koeffizienten p, ¢ in Gleichung 18 haben wir jetzt alle moglichen Fille, die beim Losen
der homogenen Gleichung auftreten kénnen, besprochen. Bei linearen DGL mit konstanten Koef-
fizienten wird zum Suchen einer partikuldren Losung bevorzugt die Methode des unbestimmten
Ansatzes mit darauffolgendem Koeffizientenvergleich herangezogen. Die unbestimmten Ansétze sind
in allen gingigen Formelsammlungen tabelliert, z.B. im “kleinen Bartsch” siehe das Flufldiagramm
und Erlduterungen auf den Seiten 180f. ACHTUNG: Alle derartige Tabellen sind mit Sorgfalt zu
verwenden, denn der zu verwendende Ansatz kann von der homogenen Ldsung abhdngen!

Wir beginnen mit einem ersten, vollig ausgearbeiteten Beispiel. Danach folgen ein paar allge-
meine Bemerkungen, illustriert durch weitere Beispiele (bei denen die Rechenschritte allerdings nur
skizziert sind). Nach diesen Beispielen schlieflen wir das Kapitel mit einer kurzen Bemerkung zu
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komplizierteren Féllen, und einem Trick, der in manchen Féllen viel Rechenarbeit ersparen kann.
Ein zusétzliches Beispiel finden Sie im Abschnitt 3.3.2, wo die Methode des unbestimmten Ansatzes
zur Uberpriifung des durch Variation der Konstanten ermittelten Ergebnisses verwendet wird.

» Gesucht ist die Losung der DGL
y”+y’—2y=x2
mit den AB y(0) =0, /(0) = 0. Aus der charakteristischen Gleichung
NM+A-2=0
findet man mit
)\1 = -2 )\2 =1

als allgemeine Losung der homogenen Gleichung

Yy = Ae® 4+ Be™**

Da die Stérfunktion h(x) = 22 ein Polynom zweiten Grades ist, so liegt die Vermutung nahe,
da die gesuchte partikuldre Losung auch ein Polynom 2. Grades ist. Wir verwenden daher den
unbestimmten Ansatz

yp = ax’ +br +c

mit Ableitungen y5» = 2ax + b, y}, = 2a. Einsetzen in die DGL fiihrt zu
9 _ 2 _ 2
a +2ar+b—2(ax"+br+c)==x
yp v yp
Vereinfachen und sortieren der Terme nach Potenzen von z ergibt
—2a2° + (2a —2b)r + (2a+b—2c) =1-2°+0-2+0,

woraus man durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

—2a = 1
2a —2b =
20 +b—2c =
findet. Dieses hat die Losung
1 - 1 3
“T7y "7y Ty
und somit lautet die gesuchte partikuldre Losung
1 3

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

1 3
?/:yH+yP=A6x+Be_2x—§(x2+x+§)_

Zu guter letzt miissen wir noch die AB beriticksichtigen (diese miissen mit der vollstandigen, nicht
bloff mit der homogenen Ldsung ermittelt werden!). Wir brauchen neben der Funktion y selbst die
Ableitung der Losung, y' = Ae® — 2Be™2® — x — 1/2. Mit

3

y(0)=0=A+B
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1
Y(0)=0=A-2B-

findet man nach kurzer Rechnung A = 2/3 und B = 1/12. Die spezielle Losung, die den AB geniigt,
ist also:

<

Die Grundidee aller unbestimmten Ansétze ist: Der Ansatz yp(x) muf$ alle Funktionen enthalten,
die in der Storfunktion h(x) vorkommen bzw. aus dieser durch Differentiation entstehen. In obigem
Beispiel war h(z) = 2%. Der Ansatz yp = B2? (mit 3 als zu bestimmender Konstante) reicht allerdings
nicht aus, denn durch Differentiation entstehen ja die Ableitungen y;, = 28, y; = 23. Daher ist der
richtige Ansatz das vollstindige Polynom 2. Ordnung yp = (2% + B1x + 3y, der auch im obigen
Beispiel verwendet wurde. Diese Uberlegung fithrt auf folgende, vorliufige Tabelle (s. Seite 18) von
unbestimmten Ansétzen. Die Notwendigkeit, nicht nur die unmittelbar in h(x) auftretende Funktion

h(z) yp(7)

" + ap_ 12" 4+ a4+ ap B + P12 L.+ Bz + B
aexp(cr) Bexp(cz)
a cos(cx) B cos(cx) + B2 sin(cx)
asin(cr) B cos(cx) + B2 sin(cx)

a; cos(cx) + agsin(cx) B cos(cx) + Fosin(cx)
aexp(cx) cos(dr) exp(cx) (01 cos(dx) + [asin(dx))
aexp(cx) sin(dx) exp(cx) (01 cos(dx) + [asin(dx))

exp(cx) (o cos(dz) + g sin(dz)) exp(cx) (01 cos(dx) + [asin(dx))

Tabelle 1: Vorliufige Zusammenstellung von unbestimmten Ansétzen yp als Funktion der
Storfunktion h(x). Die hier angegebenen Ansditze funktionieren nicht, wenn yp bereits
Losung der homogenen Gleichung ist, in diesem Fall ist diese Tabelle um die im Text
auf Seite 19 angegebene Regel zu ergdnzen. Die «; sind die in der Storfunktion auftre-
tenden Konstanten, und die ; sind die entsprechenden, durch Koeffizientenvergleich zu
bestimmenden Konstanten. Die Konstanten ¢ und d sind in h(z) und yp(x) gleich.

zu verwenden, sieht man z.B. auch im Fall h(z) = sin(cz) bzw. h(z) = cos(cz). Da durch die erste
Ableitung ein Cosinus (Sinus) auftritt, mu der Ansatz die allgemeinere Funktion yp = 3 sin(cz) +
B cos(cx) sein (dritter und vierter Eintrag in Tabelle 1). Die Konstante ¢ im Argument des Sinus
(Cosinus) muf natiirlich im unbestimmten Ansatz das gleiche wie in der Storfunktion sein.

Als Beispiel betrachten wir
y" +y = sin(3x) (A)

Diese Gleichung hat die Losung der charakteristischen Gleichung oA; = 44, und somit yg = Asinz+
Bcosx. Aus Tabelle 1 folgt als unbestimmter Ansatz fiir die partikuédre Losung yp = [ sin(3z) +
B2 cos(3x).3

3Da weder sin(3z) noch cos(3x) eine Losung der zu (A) homogenen Gleichung y” +y = 0 sind, gibt es kein Problem,
und der Ansatz kann in dieser Form verwendet werden, siehe die folgende Diskussion.
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Die in Tabelle 1 angegebenen Ansditze sind (wie erwihnt) mit Sorgfalt zu verwenden, denn Pro-
bleme entstehen wenn der aus Tabelle 1 folgende Ansatz yp bereits eine Lisung yg der homogenen
Gleichung ist. (In der Praxis sieht man dies sofort, denn beim Einsetzen des (in einem solchen Fall)
falschen Ansatzes fillt die linke Seite der Gleichung weg, und man ist so klug als wie zuvor.) Ein
solcher Fall tritt in der zu Beispiel (A) ganz leicht gednderten DGL

y" + 9y = sin(3z) (B)

auf. Diese Gleichung hat die Losung der charakteristischen Gleichung sA; = £3i, und somit yg =
Asin(3x) + B cos(3z). Aus Tabelle 1 folgt als unbestimmter Ansatz fiir die partikuére Losung wieder
yp = [y sin(3z) + [, cos(3z). Dieser Ansatz ist aber die homogene Losung, und Einsetzen in die DGL
fithrt auf den Widerspruch 0 = sin(3z). Die Losung des Dilemmas besteht darin, den unbestimmten
Ansatz mit z zu multiplizieren, der korrekte Ansatz fiir dieses Beispiel lautet daher:

yp = x (41 sin(3z) + (2 cos(3z)).

Nach zugegebermaflen etwas miihsamer Rechnung (Einsetzen, Koeffizientenvergleich) findet man
schlieBlich als partikuldre Losung yp = —1/6 x cos(3z), d.h. B, = 0 und [y = —1/6.

In Fillen wie diesem, mufl man Tabelle 1 daher um folgende Regel ergéinzen:

Regel: Wir bezeichnen den aus Tabelle 1 folgenden Ansatz (rechte Spalte) von jetzt an als ®yp
(denken Sie an Ansatz “0.-ter Ordnung”). Stellt sich heraus, daf ®yp eine Losung der der zu losenden
inhomogenen DGL zugeordneten homogenen DGL ist (man sieht dies ja sofort!), so versucht man
den Ansatz ‘yp = x - "yp. Sollte 'yp noch immer eine Lésung der homogenen Gleichung sein, so

multipliziert man nochmals mit x, d.h. *yp = x - 'yp = 22 - "yp.

Fiir lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind damit alle moglichen Fille abge-
deckt. Bei linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (fiir die alles in diesem Abschnitt
gesagt sinngemif gilt!) kann es vorkommen, daf§ auch ?yp eine Losung der homogenen Gleichung
ist. In solchen Féllen multipliziert man “yp solange mit x, bis der daraus entstehende unbestimmte
Ansatz 2™ - %yp keine Losung der zugeordneten homogenen Gleichung mehr ist.

Formelsammlungen verwendem im Bestreben moglichst allgemein und platzsparend zu sein, ver-
schiedene Schreibweisen, um den Inhalt von Tabelle 1 und der ergéinzenden Regel auszudriicken. Bitte
vergewissern Sie sich, dafl sie mit der Notation Ihrer Formelsammlung vertraut sind!! Zur Illustra-
tion der eben gebrachten allgemeinen Uberlegungenjetzt ein paar Beispiele (Die Rechenschritte sind
teilweise nur skizziert und miissen von Ihnen vervollstandigt werden!):

» Beispiel i: Zum Finden der partikuliren Losung der DGL
y' —y — 2y =sinx

mit Losung yg = Aexp(2x) + Bexp(—xz) der zugeordneten homogenen Gleichung (Nachrechnen!) folgt aus
Tabelle 1 der unbestimmte Ansatz

Yyp = Bisinz + Ba cosz = yp.
Es gilt %yp = yp, da weder sin x noch cosz eine Losung der zugeordneten homogenen Gleichung sind.

Als néchstes berechnet man erste und zweite Ableitung von yp, yp = 1 cosz — g sinz, yh = —f sinz —
(B9 cos z, und setzt in die DGL ein:

— 0y sinx — Bycosx —(f cosz — Pasinz) — 2(fy sinx + [y cosxz) = sinx

yp Yp yp

10
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Durch Vereinfachen und Sortieren nach Termen in cos z und sin x erhalt man
sinx(—361 + B2) + cosz(—0F1 —302) =1-sinz + 0 - cos z,
=1 =0

somit findet man die gesuchten Koeffizienten Gy, 85 als Losung des Gleichungssystems

=361+ [ =
—b1 =362 = 0.
Man erhélt 5 = —3/10 und B2 = 1/10, und somit lautet die gesuchte partikulidre Losung
— < _|_ 1
yp = —p5ine + 15 cosz.

» Beispiel ii: Zum Finden der partikuliren Lésung der DGL
y'/—|—2y/+2y:2x2—x+1

mit Losung yg = e % (Asinz + Bcosz) der zugeordneten homogenen Gleichung (Nachrechnen!) folgt aus
Tabelle 1 der unbestimmte Ansatz

Oyp = Boz® + 1z + fo = yp-

Wenn der Stérterm h(x) ein Polynom ist, gilt fast immer %yp = yp, da (auBer in den Spezialfillen y" = 0,
oder eine der Losungen der charakteristischen Gleichungen A = 0) ein Polynom nie Lésung der homogenen
Gleichung ist.

Als néchstes berechnet man erste und zweite Ableitung von yp, yp = 2022 + 01, Y = 2052, und setzt in
die DGL ein:

2832 +2(262% + A1) + 2(Box® + Bra + o) =227 — 2 + 1
- g )

Y yp ypP

Durch Vereinfachen und Sortieren nach Termen in 22, 2! = z und 2° = 1 erhilt man

22(2082) 4+ (452 +281) +1(262 + 261 +268p) =2 -2 —1-z+1-1.
T O M

Durch Koeffizientenvergleich findet man fo = 1, 3 = —5/2 und [y = 2, und somit lautet die gesuchte
partikuldre Losung

)
yp:x2—§m+2.

» Beispiel iii: Zum Finden der partikuliren Losung der DGL
y" — 4y’ + 4y = 3exp(27)

mit Losung
yg = Aexp(2z) + Brexp(2x)

der zugeordneten homogenen Gleichung (Nachrechnen!) folgt aus Tabelle 1 zunéchst der unbestimmte Ansatz
Yyp = Bexp(2z). In diesem Fall sind aber sowohl %yp als auch(!) 'yp = 3z exp(2z) Lésungen der homogenen
Gleichung. Der korrekte unbestimmte Ansatz ist daher geméfl der Regel auf Seite 19

yp = 2yp = B exp(20).

20
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Als néchstes berechnet man erste und zweite Ableitung von yp, yp = 2Bxexp(2z) + 2322 exp(27),
Y} = 2B exp(2r) + 88x exp(2z) + 4822 exp(2x), und setzt in die DGL ein:

26 exp(2z) + 8Bz exp(2z) + 4822 exp(2x) —4(28x exp(2x) + 262% exp(2z)) + 4(B2? exp(2z)) = 3exp(2x)

yp yp yp

Alle Terme in z und 22 kiirzen sich heraus, und es bleibt
2B exp(2z) = 3exp(2x)

iibrig, somit ist der gesuchte Koeffizient § = 3/2 und man erhélt als partikulire Losung

3
yp = 5332 exp(2x).

<

Der Rest dieses Abschnitts ist optional und als Vertiefung fiir Interessierte gedacht und daher
nicht Priifungsstoff

Zur Vervollstandigung ein paar Anmerkungen zu komplizierteren Fillen: (1) Ist die Storfunktion
eine Summe von Termen h(z) = hy(z) + ha(z) + ..., so sucht man fiir jedes h;(x) eine partikuére
Losung yp; geméafl Tab. 1 und der Regel auf S. 19, die gesuchte vollstdndige partikulére Losung ist
yp = yp1 + yp2 + .. ..Ist z.B. die Storfunktion h(z) = e* + sin(2z), so sucht man zwei partikulére
Losungen, die erste fiir die Storfunktion hy(z) = e*, die zweite fiir ho(z) = sin(2x), die Summe der
beiden auf diese Weise gefundenen partikuldren Losungen fiir hy(x) und ho(x) erfiillt die vollsténdige
DGL mit Storfunktion h(x) = €* 4 sin(2x).

(2) Manchmal treten als Storfunktionen auch Produkte h(z) = hy(x)ha(z) auf. Uns interessiert hier
nur der Speziallfall, daf eine der beiden Funktionen ein Polynom «,z™ + ...+ ayx + «q ist, und die
zweite Funktion eine Exponentialfunktion v exp(cz), oder eine Sinus- v sin(cx) bzw. Cosinusfunktion
7y cos(cr) ist. Als Ansatz %yp verwendet man das Produkt der entsprechden Ansitze aus Tab. 1. Ist
z.B. h(z) = (2™ + ... + a1 + ap) exp(cx), so folgt somit als unbestimmter Ansatz

Oyp(x) = (Buz™ + ... + iz + Bo) exp(cz).

Wenn hs(z) eine Winkelfunktion (sin, cos) ist, so ist der unbestimmte Ansatz etwas komplizier-

ter, denn z.B. aus hs(z) = sinz folgt ja "yps = [isinz + [rcosz. Dieses yps ist dann mit
dem unbestimmten Ansatz yp; fir das Polynom hy(x) zu multiplizieren, womit sich in Summe
folgender Ansatz fiir Storfunktionen der Form h(x) = (anz" + ...+ a1z + o) sin(cx), h(z) =
(apx™ + ...+ ar1x + ap) cos(cx), sowie h(z) = (a,z™ + ...+ a1x + ap) (71 8in(cx) + 2 cos(2x)) er-
gibt:

Oyp = (Bp™ + ...+ Bz + Bo) sin(cx) + (6,2 + ... + 612 + &) cos(cx).

Sollte %yp eine Losung der homogenen Gleichung sein (in der Praxis vermutlich erst bei Gleichungen
n-ter Ordnung n > 2 von Bedeutung), so ist %yp solange mit x zu multiplizieren, bis der resultierende
Ansatz keine Losung der homogenen Gleichung mehr ist. Weitere Details entnehmen Sie im Falle des
Falles bitte Threr Formelsammlung.

(3) Ist die Storfunktion h(x) = ae® (wobei ¢ = a + ib komplex sein kann), so gibt es einen Trick,
mit dem man sich einiges an Rechenarbeit ersparen kann (Bronstein, Semendjajew, Taschenbuch der
Mathematik). Diese “Abkiirzung” kann mann durch den Satz von Moivre auch auf Winkelfunktionen
anwenden, denn cos(bx) + isin(bz) = exp(ibx), und man verwendet einfach Real- (h(z) = a cos(bx))
bzw. Imaginérteil (h(z) = asin(bz)) der Losung. Bitte verwenden Sie diesen Trick aber nur, wenn
Sie verstehen, was Sie tun!
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Gegeben sei die DGL y” 4+ a1y’ + as = h(z) und die Storfunktion h(z) habe die Form h(z) = ae®.
Dann gilt fiir reelle und komplexe ¢, dafl
_ ax™exp(cx)
- PM(\=¢)
wobei P(A\) = A?+a; A +ay das charakteristische Polynom der DGL ist, und m der Grad der Ableitung
(nach A!) des charakteristischen Polynoms ist, fiir die (zum ersten Mall) P () = ¢) # 0 gilt. Ist der

Wert des charakteristischen Polynoms selbst an der Stelle A = ¢ ungleich Null, so ist m = 0 und der
obige Ausdruck vereinfacht sich zu yp = aexp(c)/P(\ = ¢).

yp (A)

Wir illustrieren die Methode an zwei Beispielen: (a) Zu losen sei die DGL aus Beispiel iii, y” —
4y’ + 4y = 3exp(2z) mit charakteristischem Polynom P(\) = A\? — 4\ + 4. Es sind o = 3 und ¢ = 2.
Man sieht, dafl sowohl P(\) als auch P'(A\) = 2\ — 4 an der Stelle A = ¢ = 2 verschwinden, erst
P"(\A = 2) = 2 # 0, somit ist m = 2. Einsetzen in Gl. (A) fiihrt sofort auf yp = 3% exp(27)/2,
dasselbe Ergebnis, wie wir es in Beispiel iii durch unbestimmten Ansatz und Koeffizientenvergleich
erhielten.

(b) Als zweites Beispiel betrachten wir die DGL y” + 9y = sin(3z) (s.S. 19). Um Gl (A) an-
wenden zu koénnen, weichen wir ins Komplexe aus und suchen eine partikuldre Losung der DGL
y" 4+ 9y = exp(3ix) mit ¢ = 0+ 3i. Der Imaginérteil der partikuldren Losung dieser verallgemeinerten
Gleichung ist dann die gesuchte partikulédre Losung der urspriinglichen Gleichung. Das charakteristi-
sche Polynom ist in diesem Fall P(A\) = A* + 9, und es gilt P(A = ¢ = 3i) = 0. Somit untersuchen
wir die erste Ableitung P’(\) = 2)), diese hat an der Stelle A = ¢ = 3i den Wert 6i # 0. Somit folgt
m = 1 und wir erhalten aus Gl. (A) (o =1)

x exp(3ix iz exp(3iz) iz(cos(3z) + isin(3z))

1 1
yp = = = =57 sin(3x) + 4 (—éx cos(Bx))

61 6 6

Der Imaginéarteil dieser partikuldren Losung der verallgemeinerten DGL mit h(x) = exp(i3x) ist
—1/6 x cos(3x), dies ist somit die partikulére Losung der urspriinglichen DGL (h(x) = sin(3z), vgl.
S. 19). Der Realteil 1/6 xsin(3z) wire die partikuldre Losung der DGL y” + 9y = cos(3x).

3.3.2 Variation der Konstanten

Dieser Abschnitt ist optional und als Vertiefung fiir Interessierte gedacht und daher nicht Priifungs-

stoff

Um dieses Skriptum abzurunden wird zunéchst an einem Beispiel die Variation der Konstanten fiir lineare
DGL 2. Ordnung illustriert, danach der allgemeine Losungsweg skizziert. Wie in Abschnitt 3.1 erwahnt,
wiirde diese Methode auch bei Gleichungen mit nichtkonstanten Koeffizienten funktionieren.

» Man berechne die Losung der Differentialgleichung
y" — 2y’ — 3y = h(x) = 5sin(2z)
Wir beginnen mit der Losung der homogenen Gleichung und finden aus
A —21-3=0

die allgemeine Losung
yg = Ae® + Be™®

Wie bei der Variation der Konstanten bei Gleichungen 1. Ordnung besteht der Schliisselschritt darin, zum
Finden der partikuldre Losung die Konstanten A und B als Funktionen von x aufzufassen, d.h. A = A(x)
und B = B(z). Man nimmt also an, daf§ die vollstdndige Losung der inhomogenen Gleichung die Form

yp = A(x)uy (x) + B(x)ug(z) = A(x)e®® 4+ B(x)e ™™ (a)
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hat. Aus (a) erhélt man zunichst die Ableitung
yp = A'(x)ur(x) + Ax)ui (z) + B'(2)us(z) + B(z)up(x) =

= A(2)e’® + 3A(z)e>® + B'(x)e™ — B(x)e ™.

Einsetzen von Ansatz (a) in die DGL wiirde nur eine Gleichung fiir zwei unbekannte Funktionen A(z) und
B(z) ergeben. Uns bleibt daher die Moglichkeit, fiir die gesuchten Funktionen A(x) und B(z) noch eine
zusétzliche Bedingung zu verlangen. Wir niitzen dies aus und fordern, dafl

Al(x)uy(z) + B'(z)ug(x) = A'(2)e*® + B'(z)e™ =0 (b)

Damit vereinfacht sich die Ableitung v/ erheblich

und auch die zweite Ableitung bleibt noch iiberschaubar,

Y = 3A" (2)e3® + 9A(z)e’® — B'(z)e™® + B(z)e ®. (d)

Jetzt setzen wir die Ausdriicke fiir yp(z), yp(x) und y%(x) (Gl (a), (c) und (d)) in die DGL ein und
erhalten (nach entsprechendem Vereinfachen)

34" (2)e3® — B'(x)e™" = 5sin(2z). (e)

Wie im Fall der Variation der Konstanten bei DGL 1. Ordnung diirfen keine Terme in A(z) und B(x) (also
die Funktionen selbst) iibrigbleiben, sonst liegt ein Rechenfehler vor! Das Gleichungssystem (b) und (e)

A(x)e® + B'(z)e™ = 0
3A'(x)e3 — B'(z)e™® = bsin(2x),

148t sich nach A’(z) und B’(z) auflésen, und man erhélt nach kurzer Rechnung;:
/ 5 . -3z
Alx) = 2 sin(2z)e
)
B'(z) = ~1 sin(2x)e”.

Damit erh&lt man durch direkte Integration

Alx) = —3% (2cos(2x) + 3sin(2x)) e 3"
B(z) = i (2cos(2z) — sin(2x)) e”

Durch Einsetzen in den Ansatz (a) erhélt man schliefllich

Yyp = 13 sin 2z + 3 cos 2.

Zum Vergleich noch kurz das Finden einer partikuldren Lésung der inhomogenen Gleichung mittels unbestimmten Ansatzes. Formelsammlungen schlagen
fiir diesen Fall die Funktion
yp = Csin2z + D cos 2z

vor. Einsetzen von ,
yp = 2C cos 2z — 2D sin 2z

yg = —4C'sin2x — 4D cos 2z
in die inhomogene Gleichung fiihrt zu
y;; — 2y3; — 3yp = —4C'sin 2z — 4D cos 2z —2 (2C cos 2z — 2D sin 2z) —3 (C sin 2z + D cos 2x)
v vp vp
= 5sin(2z)

was sich zu
(4D — 7C) sin 2z + (—4C — TD) cos 2z = 5 - sin(2z) + 0 - cos(2x)
—— ——
5 0
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vereinfachen 148t. Durch Koeffizientenvergleich findet man die Bestimmungsgleichungen fiir C und D

—4C — 7D
—7C + 4D

0
5

und findet C = —7/13 und D = 4/13. Somit ergibt sich als allgemeinste Lésung der inhomogenen Gleichung
3z — T 4
y=yg t+yp = Ae”" + Be —len2$+BC082x,

in Ubereinstimmung mit der durch Variation der Konstanten gefundenden partikuliren Lésung. |

Zum Abschluf} jetzt noch die Variation der Konstanten in voller Allgemeinheit. Die inhomogene lineare
DGL
y" +ai(z)y + ax(z)y = h(z)

hat eine partikuldre Losung der Form
yp = A(z)ur(z) + B(x)uz(z),

wobei u () und ug(x) die Losungen der zugeordneten homogenen Gleichung sind. Rechnet man mit diesem
Ansatz (in analoger Weise zum obigen speziellen Beispiel) weiter, so kommt man auf folgende Bedingungen

fiir A'(x) und B'(x)

1(z) + B'(z)uz(z) = 0
Al(z)uy(z) + B'(z)up(z) = h(z)

(diese Gleichungen entsprechen (b) und (e) des Beispiels). Gleichungssysteme dieser Art lost man am be-
quemsten nach der Cramer’schen Methode (in allen Formelsammlungen zu finden). Die Vorraussetzung
ist, dafl die Determinante (im Zusammenhang mit Differentialgleichungen als “Wronski Determinante” be-
kannt )*

ug(x

X

) usle)
i () a<>‘#°

e

oy L0 ua(z)
Ale) = W‘ ha) u(a) '
und
Blz) = L | m@ 0 ‘
C W ui(x) h(z)

Nach einigen Umformungen kommt man dann auf folgende “Fertigformel” fiir die gesuchten Hilfsfunktionen
A(z) und B(z):
)

o h(x)us(x
Az) = /d Wui (), uz(z)]

e h(z)uy ()
B( )—/d Wlug(z), ug(z)]

3.4 Mehr zu Anfangs- und Randbedingungen

Dieser Abschnitt ist optional und als Vertiefung fiir Interessierte gedacht und daher nicht Prifungs-

stoff

Der Vollstiandigkeit halber noch ein paar Anmerkungen zum Festlegen der (Integrations)konstanten. Wie
aus obigen Beispielen erkenntlich, ben6tigt man fiir eine lineare DGL 2. Ordnung genau zwei Bedingungen,
um die beiden Konstanten zu bestimmen. (Bei linearen DGL n-ter Ordnung treten n Konstanten auf, die

4Die Determinante einer 2 x 2 Matrix ist ‘ =ad — be

b
d

(¢
c

N
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durch n Bedingungen bestimmt werden miissen.) Verwendet man Bedingungen die Funktion und Ableitung
an einem bestimmten Punkt x( festlegen, d.h.

y(ro) = «

y'(zo) = B

so spricht man von AB. Dies entspricht den bisher aufgetretenen Beispielen.

Man kann aber auch den Wert der Funktion an zwei Punkten zy und z; festlegen, d.h.

y(zo) = v
y(z1) = 6

in diesem Fall spricht man von Randbedingungen.®

Randbedingungen kénnen auch etwas andere Form annehmen, z.B. kann das Verhalten fiir z — oo oder
xr — —oo festgelegt werden. Besonders in solchen Fillen ist oft eine der Konstanten 0. Beispiel: Die DGL
y"+1' —6y = 0 hat die allgemeine Losung y = Ae? + Be~3%. Die Randbedingungen seien y(0) = 1, y(z) — 0
flir  — 0o. Aus der ersten Bedingung folgt

y(0)=1=A+1B
Da e?® fiir groBe z iiber alle Grenzen wiichst (gegen unendlich geht), kann die zweite Bedingung nur durch

A = 0 erfiillt werden. Damit folgt aus der ersten Bedingung B = 1 und die spezielle Losung der DGL lautet

y=e

Als letzter Fall seien kurz periodische Randbedingungen erwihnt. Diese haben die allgemeine Form

y(x) =y(z+ L)

Als Beispiel betrachten wir die Losung der DGL ¢ +w?y = 0 unter solchen Randbedingungen. Die allgemeine
Losung lautet
y = Acos(wz) + Bsin(wx),

und die periodische Randbedingung verlangt, dafl
Acos(wzx) + Bsin(wz) = Acos|w(x + L)] + Bsinfw(z + L)] (A)

Diese Randbedingung unterscheidet sich von den bisher behandelten Fillen, denn der Vergleich von linker
und rechter Seite zeigt, daf die Bedingung nur erfiillt sein kann, wenn cos(wx) = cos[w(x+ L)] und sin(wz) =
sinfw(z+L)]. Zur Vermeidung umsténdlicher Manipulationen mit Summensétzen kann man sich der Tatsache
bedienen, dafl diese beiden Bedingungen &quivalent sind zu

cos(wz) + isin(wz) = cos[w(x + L)] + isinjw(z + L)],
d.h.
exp(iwz) = expliw(z + L)] = exp(iwz) exp(iwL)

(Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn Real- und Imaginérteil {ibereinstimmen.) Daraus folgt
aber weiters, dafl
exp(iwl) =1 = wL=2kn

Somit kann die periodische Randbedingung (A) nur fiir ganz bestimmte Werte von w erfiillt werden

2k
w=—

L

d.h. nur Funktionen folgender Form koénnen die periodischen Randbedingungen erfiillen:

2k 2k
y = Acos (%x) + Bsin <T7Tx> .

Die Werte von A und B sind noch frei und koénnen wie in anderen Fallen durch AB bestimmt werden.

®Man kann auch den Wert der Ableitung an zwei Punkten festgelegt werden: y'(xo) = v, y'(71) = 4.

o
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» Anwendung auf eindimensionale Schrodingergl. des Teilchens im unendlich hohen
Potentialtopf: Das folgende Beispiel illustriert die Bedeutung von Randbedingungen und der Riickwir-
kung, die die Losung des mathematischen Problems (Erfiillung der Randbedingung) auf die Physik hat. Die
eindimensionale Schrodingergleichung (s. z.B. Allgemeine Chemie Vorlesung) hat die Form

h2

8m2m

V() + V(@) ¥(a) = BV(x)  (A)

Dabei ist ¥(x) die gesuchte Wellenfunktion als Funktion des Orts x, h ist das Planck’sche Wirkungsquantum,
m ist die Masse des Teilchens, V (z) ist die potentielle Energie des Teilchens, und E ist die Gesamtenergie
des Teilchens (Summe aus potentieller und kinetischer Energie). Fiir folgenden Spezialfall ist (A) elementar
losbar. Die potentielle Energie des Teilchens sei in einem Bereich zwischen z = 0 und x = L Null, d.h.
V(z) = 0 fiir 0 < x < L, iiberall sonst unendlich, d.h. V(z) = oo fiir < 0 und = > L. Uberall, wo das
Potential unendlich ist, kann sich das Teilchen nicht aufhalten, aus dieser (physikalischen) Uberlegung folgt
V(z) =0 fiir x < 0 und « > L. Wir suchen daher die Losung der DGL

h2
- 8m2m

V'(e) = B¥(z)  (B)

auf dem Intervall 0 < x < L. Die Wellenfunktion mufl weiters aber fiir alle x stetig sein, und daraus ergeben
sich Randbedingungen an den Punkten = 0 und = L. Wenn némlich ¥(z) = 0 fiir alle 2z < O und z > L,
so muf} auch gelten ¥(z = 0) = U(x = L) = 0, denn ansonsten hétte die Funktion an diesen beiden Punkten
eine Sprungstelle, was (wiederum physikalisch) nicht sinnvoll ist. Wir suchen also die Losung der Gleichung
(B) unter den Randbedingungen ¥(0) = ¥(L) = 0. Durch Umformen folgt

8m2mE
2
———

w?

\Ij”(l') +

\Ij(x) =0, (C)

wobei wir die Abkiirzung w? = 872mE /h? eingefiihrt haben. (C) hat die charakteristische Gleichung
M +w?=0
mit Losungen A1 = tiw, und die allgemeine Losung der DGL ist
U = Acos(wz) + Bsin(wz). (D)
Losung (D) von (B) muf} aber auch noch die Randbedingungen erfiillen,5 d.h.

U (0) = Acos(w0) + Bsin(w0) =
V(L) = Acos(wL) + Bsin(wL) =

Aus der ersten Randbedingung folgt A = 0, somit vereinfacht sich die zweite Gleichung zu

Bsin(wL) = 0,
die nur fir wL, = nm bzw.
w="2 nez (E)
L b
erfiillt ist. Somit finden wir als Losung von (B) (Schrodingergleichung fiir das eindimensionale Teilchen im

unendlich hohen Potentialtopf)
U, () = Bsin <%x> n=1,23...

Hierbei haben wir n = 0 ausgeschlossen, denn Wy(x) = 0 ist keine (physikalisch) sinnvolle Losung. Negative
n bewirken nur eine Anderung des Vorzeichens (und somit der Phase),” daher geniigt es n aus N zu wihlen.

6Da die Randbedingungen effektiv periodisch sind, kénnten wir den eben untersuchten allgemeinen Fall anwenden,
es ist jedoch instruktiv, die Losung nocheinmal schrittweise zu suchen.
7\11771(5”) =—U,(z)

DA
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Der interessanteste Punkt ist jedoch, dafl die Randbedingungen eine Einschrinkung der moglichen Ener-
giewerte E bedeutet, die das System annehmen kann. Aus (E) folgt ja (Einsetzen von w? = 87%mE/h?)

8m2mE n2n2
2 Iz
bzw.
n2h?
" 8L2m

Man nennt die ¥,,(z) auch Eigenfunktionen, und die FE,, die dazugehorigen Eigenwerte des Randwertpro-
blems. Die Notwendigkeit der Quantisierung der Energie des Systems (nicht alle Werte von E sind moglich)
ergibt sich im mathematischen Formalismus der Schrodingergleichung quasi automatisch um die (physika-
lisch bedingten) Randbedingungen zu erfiillen. <

o7



Verwendete Literatur

e H. G. Zachmann “Mathematik fiir Chemiker”, 4. Auflage, Verlag Chemie, Weinheim, Deerfield Beach, Basel 1981.

e F. B. Hildebrand “Advanced Calculus for Applications”, 2. Auflage, Prentice-Hall, Englewood Cliffs 1976.

Auflistung von Anderungen — “revision history”

December 2002 Version 1.1
Zusétzliche Beispiele und Hinweise zum Finden der partikuldren Lésung von linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Im optionalen Kapitel “Anfangs- und Randbedingungen” Losen der eindimensionalen Schrédingergleichung fiir ein Teilchen im unendlich tiefen Poten-
tialtopf.

November 2002 Version 1.0
GNU Free Documentation License

GNU Free Documentation License
Version 1.2, November 2002

Copyright (C) 2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.
59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA 02111-1307 USA
Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies
of this license document, but changing it is not allowed.

0. PREAMBLE
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A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers or
authors of the Document to the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject.
(Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of
historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that the
Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The
Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document
is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the general public, that
is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some
widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent
modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not “Transparent”
is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML
using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image
formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or
XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word
processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires
to appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text near the most prominent appearance
of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that
translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as “Acknowledgements”, “Dedications”, “Endorse-
ments”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to
this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers
are considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers
may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices,
and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of
this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may
accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY
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If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document’s
license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front
cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must
present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes
limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover,
and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy
along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access to
download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must
take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at
the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a
chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified
Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified
Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there
were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives
permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together
with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this
License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document’s license notice.
H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the
Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher
of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations
given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section. You may omit a network location for a work that
was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and
tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered
part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the Modified Version.
N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with any Invariant Section.
O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the
Document, you may at your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example,
statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover
Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one
entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting
on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement
of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions,
provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections
of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are
multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses,
the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of
Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original documents, forming one section Entitled “History”; likewise
combine any sections Entitled “Acknowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections Entitled “Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License
in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of
the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License
into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS
A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution
medium, is called an “aggregate” if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s users beyond what the

individual works permit. When the Document is included an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves
derivative works of the Document.
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If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate,
the Document’s Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document
is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant
Sections with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition
to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warrany
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a
disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1)
will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided for under this License. Any other attempt to copy, modify,
sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate your rights under this License. However, parties who have received copies, or
rights, from you under this License will not have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be
similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License “or
any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been
published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version
ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices
just after the title page:

Copyright (¢) YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document under the terms of the GNU Free Documentation
License, Version 1.2 or any later version published by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A
copy of the license is included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with...Texts.” line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel under your choice of free software
license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free software.
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