8. Ubungsblatt — Lésungen

Gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung

Bei einigen Beispielen finden sich weiterfiihrende Hinweise bzw. allgemeinere Lésungswege als in der
Vorlesung besprochen wurden. Diese optionalen Vertiefungen sind wie dieser Absatz markiert.

1. Bestimmen Sie alle Losungen von y” + ﬁy' = 0. Wir niitzen das Fehlen eines Terms mit y und setzen
y' = z, d.h., wir haben zunichst die Gleichung
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zu l6sen. Dies ist jetzt eine separierbare Gleichung 1. Ordnung, fiir die man als Losung

dz  dz
z 2
1
lnz:—§lnx—|—const
C
Z=—

NG
findet. Als Losung der Originalgleichung erhilt man durch nochmalige Integration (y = [ zdz = [ y'dx)
y=2Cyx+D=Cyz+D

Man sieht, dafl bereits bei dieser einfach(st)en Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei Integrations-
konstanten auftreten. Diese kénnten durch Anfangsbedingungen fixiert werden.

2. Losen Sie folgende Differentialgleichungen:
a) 3y +y —2y = 0. Wir verwenden den Standardansatz y = e*® und erhalten* mit y’ = \e®, v/ = \2e?®
AZeAT 4 \eM — 2eM = (.
Daraus folgt (e’* # 0) die quadratische Bestimmungsgleichung fiir A
M+A-2=0

mit Losungen A\; = 1, Ay = —2. Da keine Anfangsbedingungen gegeben sind, ist die allgemeine Losung
der DGL
y = Ae”** 4 Be”.

b) y” — 2y’ + y = 0. Die charakteristische Losung (Bestimmungsgleichung von \) lautet in diesem Fall
A —2XA+1=0

und hat die zusammenfallende Losung A = 1. Daher (zusammenfallende Nullstelle der charakteristischen
Gleichung) ist die allgemeine Losung der DGL

y = Ae” + Bxe”.

Erliuternder Zusatz: Wie kommt man ohne Regel/Formelsammlung auf die zusétzliche Losung xe®.
Wir schreiben nocheinmal die (homogene) Differentialgleichung unter Verwendung des Losungsansatzes
y = e an.
MNeAT —2X\eM 4 M = (X —1)2eM = 0. (A)
*dieser Schritt wird bei den folgenden Beispielen iibersprungen.
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Differenziert man (A) nach A(!), so sieht man unschwer, daf§ auch die Ableitung

9
oA
bei A = 1 eine Nullstelle hat. (Diese Eigenschaft folgt aus der zusammenfallenden Nullstelle, Sie kénnen

sich leicht iiberzeugen, dafi die Ableitung nach A an den Nullstellen der charakteristischen Gleichung in
Beispiel a) nicht verschwindet!). Eigenschaft (B) ist aber gleichbedeutend mit

(A —=1)2eM =2\ = 1)e™ + (A — 1)2ze?® (B)
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wobei der erste Schritt blofl im Verwenden der Leibnitz’schen Schreibweise zur Verdeutlichung der Dif-
ferentiation liegt, und der zweite Schritt die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge ausniitzt.
Durch diese Umformung sieht man aber, dafl
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ebenfalls die DGL erfiillt und somit die gesuchte, weitere Losung ist.

¢) ¥y’ — 2y + 2y = 0. Aus der charakteristischen Gleichung
N —2X+2=0
folgt mit A = 1 £ ¢ die allgemeine Losung

y = e*(Ae™® + Be™'®) = ¢*(Acosx + Bsinx)

Erlduternder Zusatz: Als Erinnerung an das Rechnen mit komplexen Zahlen zeigen wir kurz den
letzten Schritt im Detail. Wir erwarten eigentlich eine reelle Losung der DGL. Das kann aber nur der Fall
sein, wenn A und B komplex sind (A und B hingegen miissen reell sein!). Mit diesen Voraussetzungen
zeigt man aber rasch

Ae™® + Be™" = Acosz+iAsinz+ Bceosz —iBsinz = (A+ B) cosz +i(A— B)sinz = Acosz+ Bsinz

und somit muB A = A+ B und B = z(fl — B) gelten. Diese Bedingungen sind tatsichlich wie gefordert
fiir reelle A und B erfiillbar; durch Auflssen nach A und B findet man (2 lineare Gleichungen in zwei
Variablen) A= A*T"B und B = MTiB. Im allgemeinen fiihrt man aber nicht die Umformung wie ange-
geben durch, sondern schreibt bei komplexen Wurzeln die Lésung sofort in Sinus und Kosinustermen an
(mal dem Exponentialfaktor natiirlich). Die Anfangsbedingungen (sofern welche gegeben sind) werden
iiblicherweise in der reellen Form der Lésung bestimmt.

3. Losen Sie die Differentialgleichung y” + 2y’ +2y = 0 mit den Anfangsbedingungen y(0) = 1, ¢'(0) = —1.
Danach Kurvendiskussion der gefunden Losung; Nullstellen, Extrema und Wendepunkte sind auf dem
Intervall 0 < z < 27 zu bestimmen. (Hinweis: wenn Sie sich nicht verrechnet haben, sollten Sie eine
Funktion erhalten, deren Kurvendiskussion als Beispiel in den Ubungen bereits gerechnet wurde! Fiir
die Bestimmung der Extrema erinnnern Sie sich an die Beziehung A sinz + B cosz = C'sin(x + ), mit

C = /A% + B2 und v = arcsin(B/v/ A2 + B2) = arccos(A/v/A? 4+ B?) (3. Ubungsblatt))

Aus der charakteristischen Gleichung
N 42042=0

folgt mit A = —1 44 die allgemeine Losung

y=-e “(Asinz + Bcosx)

Aus der ersten Anfangsbedingung, y(0) = 1 folgt

— 1,0 ; _ _
y(0)=1=e'(Asin0+Bcos0) =B = B=1,
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aus der zweiten Anfangsbedingung, y(0) = —1 folgt mit

/

y' = —e ¥(Asinz + Bceosz) + e “(Acosx — Bsinx)

y(0)=-1=-B+A=-1+4 = A=0,
d.h.; die Losung der DGL, die den Anfangsbedingungen geniigt ist

y=-¢e Tcosx

Die Funktion ist auf R stetig und beliebig oft differenzierbar. Fiir die Kurvendiskussion benétigen wir
neben der Funktion noch die erste und zweite Ableitung:

Yy =—e "cosx —e Tsinz = —e “(sinz + cosx)

y' =e Pcosr+e Tsine+e sing —e Tcosr =2 “sinx

Fiir die Bestimmung von Nullstellen, Extrema und Wendepunkte vergleiche das 3. Ubungsblatt (Bsp. 4 u.
5). Im folgenden jeweils die allgemeinen Losungen, sowie die speziellen Losungen im Intervall 0 < x < 27.

Nullstellen: y = e ®cosz = 0 ist genau an den Nullstellen des Cosinus erfiillt. Somit
™
cosz =0 = 9U=(2n—|—1)§7 neZ

Im Intervall 0 < z < 27 liegen die Punkte mit n =0, 1, d.h. (7/2,0) und (37/2,0).

Extrema: Mit dem in der Angabe enthaltenen Hinweis bestimmen wir die Extremstellen durch

y = —e %(sinz + cosz) = —v2e % sin(z + Z) =0

Daraus folgt
sin(x—i—%)zo = :C—&—%:nm n € Z,

d.h.
™

r=nm— —.

4
Zur Untersuchuchung ob es sich um Maxima oder Minima handelt setzen wir in die zweite Ableitung ein

y'(x=nm— =) =2 """ %) gin(nw — %) (@)

7r
4
Das Vorzeichen von (C) wird ausschliefilich vom Vorzeichen des Sinusterms bestimmt (die Exponential-
funktion ist immer positiv). Die zweite Ableitung ist positiv fiir ungerade n und negativ fiir gerade n.
Somit hat die Funktion Minima bei x = (2k + 1)7 — 7, k € Z und Maxima bei x = 2km — 7, k € Z.

Im Intervall 0 < z < 27 liegen die Punkte mit n = 1, 2, d.h. das Maximum (77 /4, +-¢~""/*/1/2) und das
Minimum (37 /4, —e=37/4//2).

Wendepunkte: y"” =2e “sinz = 0 ist genau an den Nullstellen des Sinus erfiillt. Somit

sint=0 = z=nm,neZ
Im Intervall 0 < z < 27 liegen die Punkte mit 0 < n <2, d.h. (0,1), (7,e”™) und (27, e~ 7).

4. Losen Sie die Differentialgleichung y"” — 2y’ — 3y = 5sin(2z). Dies ist eine inhomogene DGL 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Analog zur Vorgangsweise bei inhomogenen DGL 1. Ordnung ist zunéichst

die allgemeine Losung yg der zugehorigen homogenen DGL (y%; — 2y} —3ym = 0) zu bestimmen. Danach
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sucht man durch Einsetzen der Funktion yp = C cos(2z)+ D sin(2z) in die inhomogene DGL und Bestim-
mung von C und D durch Koeflizientenvergleich eine partikulidre Losung yp der inhomogenen Gleichung
zu finden. Zuletzt berechnen Sie die vollstindige Losung y(z) = yg + yp, die die Anfangsbedingung
y(0) = ¢/ (0) = 1 erfiillt. Weitere Details und ein durchgerechnetes Beispiel zu Aufgaben dieser Art finden
Sie z.B. im Netz, S. 548ff.

Wir beginnen mit der Losung der homogenen Gleichung und finden mit
M —2X1-3=0
die allgemeine Losung der homogenen DGL

yg = Ae’® + Be™®

Zum Finden einer partikuliren Losung der inhomogenen Gleichung bedienden wir uns des Ansatzes (siche
Angabe bzw. Netz)
yp = Csin2x + D cos 2z

und
yp = 2C cos 2x — 2D sin 2x

yp = —4Csin 2z — 4D cos 2z

Wir setzen dies in die inhomogene Gleichung ein
yp —2yp — 3yp = —4C sin 2z — 4D cos 2x — 2(2C cos 2z — 2D sin 2x) — 3(C'sin 2z + D cos 2x) = 5 sin(2x)

was sich zu
(4D — 7C) sin 2x + (—4C — 7D) cos 2z = 5sin(2x)
vereinfachen 148t. Durch Koeffizientenvergleich (Vorfaktoren von Sinus- und Cosinusterm auf rechter und
linker Seite gleichsetzen) findet man die Bestimmungsgleichungen fiir C und D
—4C -7D =
—7C 44D

Als Losung dieses Gleichungssystems erhilt man C' = —7/13 und D = 4/13. Somit ergibt sich als
allgemeinste Losung der inhomogenen Gleichung

7 4
Y=y +yp = Ae® + Be™® — Tgster 1—300st.

Nun miissen nur mehr die Koeffizienten A und B aus den Anfangsbedingungen y(0) = ¢/(0) = 1 bestimmt
werden:

4

0)=A+B+— = 1
y(0) +tB8+ 33
14

"0)=3834—-B—— = 1
y'(0) 13

Nach weiterer kurzer Rechnung erhélt man A = 9/13, B = 0 und damit die gesuchte Losung die den
Anfangsbedingungen geniigt
= 263“ _ T sin 2x + 4 cos 2x
Y713 13 13 ‘



