4. Ubungsblatt — Losungen

Integralrechnung fiir Funktionen einer Variablen

1. Man berechne den Inhalt derjenigen Fliche im rechtwinkeligen (z,y) Koordinatensystem, die nach
unten von der Parabel y; = 22 und nach oben von der Parabel y» = 1 + x2/2 begrenzt wird.

Wir benétigen als erstes die Schnittpunkte der beiden Funktionen und setzen daher y; = y,. Aus x2 =
1 + 22/2 erhilt man = = ++/2. Die gesuchte Fliche ist damit das bestimmte Integral

+v2 +v2
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2. Bestimmen Sie Stammfunktionen der folgenden Funktionen:
a) Losung durch partielle Integration ([ ' (z)v(z)dx = u(z)v(z) — [w(z)v'(z)). Strategie: Zweimaliges
Anwenden von partieller Integration bis nur eine Winkelfunktion unter dem Integral iibrigbleibt, daher

v(z) = 22, u'(x) = sin .

/1:2 sinzdr = —z2 cos x+2/xcos rdr = —x° cosz+2(x sin:z:—/ sinzdr) = —2? cos z+2z sin r+2 cos x
b) Strategie: Zweimalige partielle Integration, danach taucht auf der rechten Seite wieder F(z) = [ dx
e*sinbr auf. Linke und rechte Seite gleichsetzen und nach F(x) auflosen. Die Wahl von « und v ist

beliebig, z.B. v(x) = e «/(z) = sin bz.

1
F(x) = /da:e” sinbr = fge‘”” cosbr + % /e‘”‘" cos brdx

1 1 .. .
F(x) = —56'” cos br + %(Ee‘” sin bx — %/e‘” sin bxdx)
N——————
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Daraus erhélt man nach kurzer Umformung

e*(asinbx — bcosbx)

F(x) = 2

c) Strategie: Logarithmus ist zwar leicht zu differenzieren, aber schwer zu integrieren, daher u(z) = Inz
und o' (z) = 2'/?
22

/xl/Zlnxd:ﬂ = §m3/2 Inz — ;/lx‘gﬂdm = §x3/21n:10 - 53333/2 = ;l‘g/z(lnx— %)
x

d) [z-V/1+ 22dz Sei 1+22 = t, so gilt dx = dt/2x. Damit erhalten wir & [ dt/t = 1¢*/33 und schlieflich
%(1 4 x2)4/3

e) [zexp(—x?)dz Sei z* = t, so gilt dz = dt/2z. Damit erhalten wir 1 [exp(—t)dt = —1exp(—t) =
1 2
—5 exp(—z).

£) [ 1522 dy Sei 1 +sinz = ¢, so gilt do = dt/ cosz. Damit erhalten wir [ 1dt =Int = In(1 + sinz).

1+sinx

3. a) [} (VT+VI—a—)da* = (2232~ 2(1—2)¥2 — ) [, = 2[1 -0 - 2(0—1) — [1 - 0] =

b) [y (1 —cos2z)ds T = & — 3 sin(2z) ’g = [r — 0] — 3[sin(27) — sin(0)] = 7

1
3

*Fiir zweiten Term Substitution 1 — z = ¢, de = —dt,
TFiir zweiten Term Substitution 2z = t, dz = dt/2



) Jo we e = —ze | — (= [Te ) = —ze T —e | = (—a—1) | =0—-(-1)=1

d [z
4. a') dz fa lJit‘ldt = 1+ 1+z%

gralrechnung, es ist keine weitere Manipulation / Rechnung notwendig!

b) ifxz sintdt j‘y smtdtdy WObei _ .’1,‘2') _ sinydy __ sinzzz,L, _ 2511}12
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e“—1 _ d (Ye—-1,dy s o) et —1 e¥—1/ g\ _ e*—1 e *-1 _
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¥ Dieses Ergebnis folgt direkt aus dem Hauptsatz der Differential und Inte-

Aus Zeitmangel (und daher nicht Stoff der Vorlesung / Ubung!) konnten zwei wichtige Integrations-
verfahren nicht behandelt werden, Integration rationaler Funktionen durch Partialbruchzerlegung sowie
Auswertung von Integralen mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen, der Hyperbelfunktionen und de-
ren Umkehrfunktionen. Fiir Interessierte findet sich eine gut lesbare Darstellung in Hainzl, Mathematik

fiir Naturwissenschaftler (Teubner Studienbiicher).

... und nicht etwa 1/(1 + t*)!



