2. Ubungsblatt — Lésungen

Ein letztes Beispiel zu komplexen Zahlen

1. a)a0:2,a1:3

b) (i) Losungsweg mit komplexer Exponentialfunktion:
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Jetzt Umwandeln in Polardarstellung (diesen Schritt miissen Sie bereits beherrschen, s. letztes Ubungs-
blatt!)
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Aus der letzten Zeile ist erstens klar ersichtlich, dafl (wie behauptet) alle Folgenglieder reell sind, zweitens
wird die periodische Natur der Losung klar. (Komplexe Zahlen tauchen beim Lésen von Differenzen
und Differentialgleichungen immer dann auf, wenn durch die Gleichungen periodische Prozesse bzw.
Schwingungsvorginge beschrieben werden.)

b) (ii) Lésungsweg ohne komplexer Exponentialfunktion:
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2+ ? [(cos(—m/3) +isin(—m/3))" — (cos(m/3) +isin(r/3))"] =

2+ ? [(cos(m/3) —isin(m/3))" — (cos(m/3) + isin(n/3))"] =

2+ % [cos(nm/3) — isin(—n/3) — cos(nm/3) — isin(nr/3)] =

2+ i( 2i) sin(nm/3) = 2\/_

c)ar =2+ 2‘3/_ sin 7% =2 + 2‘/_ 213 = 3. (NB: sin(7r/3) = sin(r/3) = 1/3, Formelsammlung!) Aus

der allgemeinen Losung ersehen Sle iibrigens auch daB a7 = a1, ag = as usw.



Differentiation

2. Differenzieren Sie die folgenden Funktionen und prézisieren Sie deren Definitionsbereich. Die folgenden
Losungen zeigen immer den ersten Schritt (Ableitung nach Produkt-, Ketten-, oder Quotientenregel) und
das Endergebnis der moglichen Vereinfachungen, die mir als praktisch erscheinen. (Ausgelassene Schritte
enthalten immer nur algebraische Umformungen!) Die Vereinfachungen sind aber in Hinblick auf die
Berechnung der zweiten Ableitung wichtig!

a) f(z) =avl—a2=2(1-2%)Y2 |2 <1 = f(2)=1-2>)Y2+2(1/2)(1 —2?)"1/2(-22) =
coo=(1=22%)/V1 — 22

22 2z(1+\/§)*$22\/_;;r1 2243z /x z+3 7z
b) f@) = Em o>0 = fla)= i = = TR =

) f(z) =23exp(—2?), e R = f'(z) =322 exp(—2?) + 23 exp(—2?)(-22) = ... =
e~ (322 — 2z%)

d) fz) =L g 2n+ )n/2, neZ = fl(z)= 7%51?):25;“29” =1/cos’x
e) f(x) = (sinz)", ze R = f'(z) =n(sinz)" lcosx

f) f(z) = (cos/x)", >0 = f'(z) = n(cos /)" 1 (—sin/z)(1/2)z~1/? = —%Sir\}f(cos V)t

g) f(z) = exp(sin(z?)), z € R, = f'(z) = exp(sin(z?)) cos(x?)2x = 2z cos(x?) exp(sin(z?))

b f@) =, -l<e<l, = )= = = 2

Man kann sich das Leben auch vereinfachen, wenn man berticksichtigt, daf3
f(z) =In 1 =In(1 + z) — In(1 — =) ist. Daraus erhélt man fiir die erste Ableitung:

f'(x) = ﬁ — =(-1) = ... = wie zuvor.

i) f(e) =zlhez—z, >0 = f(z)=nz+1)—1=ha

j) f(z) =In(sinz), 2nr <z < 2n+ D)7, n€Z, = f'(z)= = cosx = &%

sin x sin x

3. Berechnen Sie die zweite Ableitung der Beispiele aus 2). Der erste gezeigte Schritt startet vom ver-
einfachten Resultat von 2).

a) f(z) =xzv1— a2
" V1= (—4z)—(1—222)(1/2)(1—2?) " /2 (—22) _ _ 223-32
f'(x) = -2 T T (1—a2?)3?

2
b) fla) = 2~
' (x) = (1+v2)>(14+(3/2)(1/2)z" ) —2(1+vE) (1/2)a " (2+(3/2)vE) _  _ 143/V=
(1++/x)1 N e

c) f(x) = 23 exp(—2?)
F(x) = e " (—22) (322 — 22%) + e (62 — 823) = e~*" (62 — 142 + 425)

D=z
—2cosz(—sinz sin x
f”(.’L’) = (cos )4 = (ios:r)a

e) f(x) = (sinz)™
f"(x) = n(n —1)(sinx)""2(cosz)? + n(sinz)" 1 (—sinx) = n(n — 1)(sinz)"2(cos x)? — n(sinz)"
(Hier wiiren noch weitere trigonometrische Vereinfachungen méglich .. .)

f) f(z) = (cos /)™ Weiterrechnen mit Produktregel auf Dreifachprodukt! (1/y/x = z~1/2!)
2



f"(x) = —n/2[cos Vx(1/2)x= 22712 (cos /)"~ + sin /2(—1/2)x=3/?(cos /)" 1+
+sin/zz "2 (n — 1)(cos /)" "2 (—sin /x)(1/2)x~ /2] =— Ve [v/Z(cos \/z)"™ — sin y/x(cos /x)" "1 —
(n — 1)/E(sin V&) (cos v3)" 7]

(Hier wiren ebenfalls weitere trigonometrische Vereinfachungen méglich ... )

g) f(x) = exp(sin(z?))
f"(x) = exp(sin(z?)) cos(2?)2z cos(z?)2z + exp(sin(z?))(— sin(x?)222x + exp(sin(z?)) cos(2?)(2) =
2 exp(sin(z?))[cos(2?) — 222 sin(2?) + 222 (cos(2?))?]

h) f(x) = ln%

T

f”(x) _ —2(=2z) _ 4z

(=22 = (=7

Alternativ kann man f’(z) = 1-&-% + 1L weiterableiten: f”(z) = fm + (711_(;)12) = ... wie zuvor.
)

i) f(
j) f(z) =1In(sinx)
f”(.]?) _ (—sinz)sinz—cosz cosx _ —1/(sinx)2 (Vg] 2d)

(sinz)?

z)=zlnzx —z, f'(x) =1/




